Apuntes

TANGENCIAS.

Problemas de tangencias:. rectas tangentes a cir cunferenciasyy circunferencias entre si, conociendo €l
radio. Aplicacion del ey centro radical en problemas de tangencias. recta y circunferencia con punto de
tangencia en esta; y por Ultimo, trazar las posibles circunferencias tangentes a dos dadas, en un punto
cualquieradedlas.

CONSIDERACIONES SOBRE TANGENCIAS:

En generd, las tangencias tienen por objeto unir circunferencias y rectas mediante otras circunferencias y
rectas.

La circunferencia es € lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto O, llamado
centro. Estadistanciaes e radio delacircunferencia

Todo radio perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguales, asi como también € arco que ésta

subtiende, de donde se deduce que la mediatriz de una cuerda pasa por € centro.

t

Fig. 1 Fig. 2

L as tangencias se fundan en las propiedades siguientes:
1°. Si dos circunferencias son tangentes, € punto de tangencia T esté en la linea de centros.
(Fig. 1).
2°. S una recta es tangente a una circunferencia, € punto de tangencia T es € pie de la

perpendicular trazada por € centro O alarectatangente. (Fig. 2).
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RECTA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA ENUNPUNTO T :

Latangentet en un punto T aunacircunferenciaeslaperpendicular a radio OT. (Fig. 3).

RECTAS TANGENTES A UNA CIRCUNFERENCIA PARALELAS A
UNA DIRECCION DADA:

Sealadireccion d. Por € centro O se traza la perpendicular ala direccidn d, la cua cortala circunferencia

enlospuntos T y T, detangencia; por estos puntos se trazan las tangentest; y t, paraldas ad. (Fig. 4).

TRAZADO DE LA TANGENTE A UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA
EN UN PUNTO T DE ELLA, NO CONOCIENDO EL CENTRO DEL
ARCO:

Se toman dos arcos iguales TM y TN; con centroen T y radio TM se traza un arco y con centro en M y
radio MN se traza otro arco; estos dos arcos se cortan en un punto que unimos a punto T , siendo esta la recta

tangente buscada. (Fig. 5).



RECTAS TANGENTES A UNA CIRCUNFERENCIA DESDE UN
PUNTO EXTERIOR P:

Primer procedimiento: (Fig. 6).

Se une € punto exterior P con € centro O y se traza la circunferencia

deradio O-P, lacua cortaen T, y T, ala dada. Las tangentest; y t, son las
rectasPT, y PT.,.

Segundo procedimiento: (Fig. 7).

Dexde @ punto P se trazan dos secantes cudesquiera a la
circunferencia; se unen los puntos A, B, C'y D como indica la figura, 4
obteniendo los puntos 1 y 2; la recta 1-2 corta la circunferencia en los \“

puntos de tangenciaT, y To.

Fig. 7
CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A UNA

RECTA s, QUE PASAN POR UN PUNTO P Y QUE TIENEN UN
RADIO r DADO:

Los centros de las soluciones han de equidistar de larectasy del punto P, por esto, setrazalapardelaala
rectasaladistanciar y lacircunferencia de centro Py radio r; los puntos de interseccién de ambas, O, y O, son los

centros de las soluciones, cuyos puntos de tangenciaconsson T, y To. (Fig. 8).

r
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CIRCUNFERENCIA TANGENTE A UNA RECTA sEN UN PUNTO T
DEELLAY QUE PASA POR UN PUNTO EXTERIOR P:

El centro O estard en laperpendicular alarectaspor Py en lamediatriz del segmento T-P. (Fig. 9).

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A UNA RECTA r EN UN PUNTO
TDEELLA, CONOCIDO EL RADIOr DE LASSOLUCIONES:

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A OTRA, DADO EL Fig. 10
PUNTO DE TANGENCIA T Y EL RADIO DE LAS
SOLUCIONES:

Sobre la recta O-T, prolongada, se toma e radio a partir de T y se obtienen ee

los centros O, y O, de las soluciones. (Fig. 11).

Sobre la perpendicular a larecta r por T, se toma d radio r en los dos sentidos,

teniendo asi los puntos O, y O,, centros de las soluciones. (Fig. 10).

Fig. 11
CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A DOS
RECTASI Y sQUE SE CORTAN, CONOCIENDO EL RADIO DE LAS
SOLUCIONES:

Se trazan rectas paralelas a las dadas a una distanciaigual d radio r, las cuales se cortan en los puntos Oy,

O,, O3y Oy centros de las soluciones. (Fig. 12).



CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A TRES RECTAS QUE SE
CORTAN DOSA DOS:

Las circunferencias pedidas son la inscrita y las exinscritas d tridngulo que forman las tres rectas. Sus

centros son |os puntos de interseccion de las bisectrices de los dngulosinteriores y exteriores dd triangulo. (Fig. 13).

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A DOSRECTASTr Y s DADO EL
PUNTO DE TANGENCIATENUNA DEELLAS

Los centros O1 y O2 son los puntos de interseccion de las bisectrices de los angulos que forman r y s con la

perpendicular alarectar en e punto T. (Fig. 14).
RECTAS TANGENTES COMUNES EXTERIORES A DOS

CIRCUNFERENCIAS:

Las circunferencias dadas, de centros O, y O,, tienen de radios r; y r, respectivamente. Con centro en O, se
trazaladeradio ro-r; y desde O; se trazan las tangentes a dllg, rectast'y y t'5; las rectas paraelas a ellas son las solu-
ciones; los puntos de tangencia T, T'y, T, ¥ T'> se obtienen trazando por O, y O, las perpendiculares a las tangentes

auxiliares. (Fig. 15).



Fig. 14

RECTASTANGENTES COMUNESINTERIORES A DOS CIRCUNFE-
RENCIAS

Este problema se resuelve como e caso anterior Fig. 15, pero trazando con centro en O la circunferencia

auxiliar deradioR + .

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A UNA RECTA r Y QUE PASAN
POR DOSPUNTOSEXTERIORESPY Q:

Los centros estaran en la mediatriz P-Q. Se prolonga € segmento P-Q y tenemos en larectar € punto M
que es € centro radical de las circunferencias que tengan € centro en la mediatriz. Seglin esto, se traza una
circunferencia auxiliar cualquiera, y desde M se traza la tangente, M-Ty; con centro en M y radio M-T, se cortaala
rectar en los punto T; y T, que son los puntos de tangencia en larectar; trazando perpendiculares ar por elos, se

obtienen los centros O, y O, delas soluciones. Los puntos Py Q han de estar en e mismo semiplano.

02

Fig. 17
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CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A DOS RECTAS r Y s QUE SE
CORTAN Y QUE PASEN POR UN PUNTO P DADO:

Las circunferencias soluciones han de pasar por € punto Py por € P, smétrico del P respecto de la
bisectriz dd éngulo que forman las rectar y s. Toma
una circunferencia cualquiera cuyo centro O eté en la
bisectriz y que pase por Py P; larecta P-P cortaen €
punto C alarecta s, desde C se traza la tangente a la

circunferencia auxiliar; con centro en C s lleva la

longitud de la tangente sobre la recta s, teniendo los

Fig. 18

puntos T; y T, de tangencia de las circunferencias

soluciones con la recta s. Las perpendiculares por Ty y
T, as, nos dan los puntos O, y O, de la bisectriz, centros de las soluciones.

El punto C tiene la misma potencia respecto de las soluciones y de la auxiliar; es, por tanto, & centro
radical. (Fig. 18).
TRAZADO DE CIRCUNFERENCIAS DE RADIO CONOCIDO
TANGENTESINTERIORES A OTRASDOS DADAS:

Con centro en O, y O, se trazan arcos de circunferencia de radio r-ry y r-r, respectivamente, los puntos de
corte de estos arcos Oz y O, son los centros de las circunferencias solucién, los unimos con O, y O, para calcular los

puntos de tangenciaTs, T's, T4y T's. (Fig. 19).

Fig. 19

TRAZADO DE CIRCUNFERENCIAS DE RADIO CONOCIDO
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TANGENTESEXTERIORESA OTRASDOSDADAS:

Se resuelve como € caso anterior pero los arcos de circunferencia trazados desde O; y O, se harén con un

radio der+r, y r+r, respectivamente. (Fig. 20).

CIRCUNFERENCIAS DE RADIO CONOCIDO TANGENTES
EXTERIORESA O1E INTERIORESA O2:

Es una mezcla de los dos g ercicios anteriores. Con centro en O1 se traza un arco de circunferenciade radio
r+rly desde O2 otro arco de radio r-r2, los puntos de interseccion seran los centros de las circunferencias solucion.

(Fig. 21).

Fig. 21



EJE RADICAL.

Ejeradical: a dos circunferencias secantes, a dos circunferencias tangentes exteriores e interiores, a
doscircunferenciasexterioresy excéntricasinterioresy centroradical a trescircunferencias.

POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO DE UNA
CIRCUNEFERENCIA:

Se llama potencia de un punto P respecto de una circunferencia, situados en un mismo plano, a producto
de los segmentos determinados por dicho punto y los de interseccion con la circunferencia de una secante trazada
por P.

Potencia= PA; x PA, = PB; X PB,

La propiedad fundamenta de la potencia de un punto respecto de una
circunferencia es que es independiente de la secante elegida, ya que s se unen los
puntos A; y By, y A, y By, se forman los tridngulos PA;B, y PA,B;, que son
semejantes, puesto que los angulos en P coinciden y los angulos en A, y B, son
iguales por estar inscritos en € mismo arco A;B; (arco capaz).

Comprobada la independencia de la secante elegida, para calcular € valor
dela potencia se puede utilizar laque pasa
por € centro de lacircunferencia. Llamador a radio y d ala distanciaentre e punto

Py € centro de lacircunferencia, € vaor de la potencia viene dado por:

Potencia=d? - r?
Potencia= PA; x PA,=(d- 1) x (d+r) = d?- r?
Para el centro de la propia circunferencia, la potencia es minimay vale -r, ya que o = 0; para los restantes
puntos, la potencia crece a aumentar d, pasando por cero para los puntos de la propia circunferencia y llegando a
valoresinfinitos positivos cuando € punto se agjaindefinidamente.
Laexpresion de la potencia d” - r? indica claramente la posicion del punto P respecto de la circunferencia,

pues cuando es exterior aella, d>ry do? - > 0, con lo que la potencia es positiva; y cuando esinterior, d<ry do? - r?
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<0, con lo que la potencia es negativa. Cuando P esté sobre lacircunferencia, lapotenciaesnula, d =ry d®- r* = 0.
Cuando € punto P es exterior a la circunferencia la tangente t puede
considerarse como la posicion limite de una secante, y € punto T como posicion

limite com(n de las intersecciones A1 y A; en estas condiciones la potenciaes:

Potencia= PA; x PA, = PT x PT = PT?
esto es, e cuadrado del segmento de tangente a la circunferencia trazada desde P y

comprendido entre Py e punto de tangenciaT.

EJE RADICAL:

Se llama g e radical de dos circunferencias d lugar geométrico de los puntos del plano que las contiene

gue tienen lamisma potencia (variable para cada punto) respecto de ambas.

La potencia de P respecto de una de las circunferencias es (d? - r%y), y respecto de la otra (d? - r%). Como,
por definicidn, éstas han de ser lamisma, setiene:
d? - =d%-r,=k.

El lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de cuadrados de distancias a otros dos fijos
es constante, es una recta perpendicular a la que une los dos puntos fijos, por lo tanto, € e radicd de dos

circunferencias es unarecta perpendicular alarecta que une los centros.

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIAS SECANTES:

L os puntos de interseccion de las dos circunferencias, tienen
la misma potencia respecto de ambas. potencia nula por pertenecer a

ellas. Por tanto, basta trazar la recta que los une, que de nuevo resulta 04

perpendicular alarectade los centros.
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EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS TANGENTES
INTERIORES O EXTERIORES:

El geradica eslatangente comin a ambas circunferencias, pues cualquier punto de ella, P, tienelamisma
potencia respecto de ambas, medida en las dos por € cuadrado de PT. Es perpendicular alalinea de centros, pues es

perpendicular alos radios.

EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIASEXTERIORES:

Paratrazar €l ge radica ados circunferencias exteriores nos
auxiliamos de otra secante a ambas, trazamos € ge radical de esta
con cada una de ellas y por € punto de interseccién de los dos ges
trazamos una perpendicular ala linea de centros que serd el gje radi-
cal buscado. Si las circunferencias exteriores tienen e mismo radio, €l

ge radica sera la mediatriz de

lalinea de centros.

EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS,
UNA INTERIOR A OTRA:

Se resuelve igual que @ caso anterior trazando una circunferencia

auxiliar O; que corte alas otras dos.
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CENTRO RADICAL A TRESCIRCUNFERENCIAS:

El punto O tiene la misma potencia respecto de las tres circunferencias y
‘. se llama centro radical y su existencia es generd cuando se dan tres
{l\
‘ circunferencias.

La determinacion del centro radica es inmediata. Se trazan dos ges

s

ez

radicalesy se halasu interseccién. Naturamente, €l tercer gje pasara por €.

EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS,
UNA DE ELLA DE RADIO =0 (un punto):

Nos auxiliamos de una tercera circunferencia Oz que pase por O, y sea
secante a O, y calculamos € ge radica de O; con O, y O,. El geradica de las

circunferencias Os y O, se calcula como € de dos circunferencias tangentes

exteriores, donde una de éllas tiene radio O, € ge radical pasara por e punto de
tangenciay seraperpendicular alalineade centros.  Por € punto de interseccion

delos dos ges radicaes se traza una perpendicular alalineade centrosde O, y O..

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS:
/

S/

S dos circunferencias O;, O, son concéntricas y se 0/ ey

intenta hallar un punto P de su ge radicd utilizando una circun-
ferencia auxiliar Os, los ges E; y E, serén pardelos y su inter-

seccion P sedgahastad infinito.
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Aplicacion multimedia sobre Tangencias

Realizada por:

José Antonio Cuadrado Vicente

jcuadr2@palmera.pntic.mec.es
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