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Las tangentes tienen por objeto unir circunferencias y rectas mediante otras circunferencias y
rectas, para resolver infinidad de problemas que se plantean en construcciones arquitecténicas, disefio

gréfico, disefio industrial, decoracion, etc.

Esta aplicacién pretende acercar al alumnado de ESO y Bachillerato los fundamentos que rigen la
resolucién de tangencias, de forma interactivay experimental, a modo de laboratorio virtual, en la que
el alumno podra adquirir conocimientos y familiarizarse con herramientas que usara en su vida laboral.
Ademas de mostrar los ejercicios resueltos por pasos, con nodos interactivos que permiten al alumno
moverlos a su antojo de forma totalmente dindmica, cada ejercicio contiene una animacion, también

dinamica, que muestra la aplicacion practica de la construccién; especialmente Util para Tecnologia.

Las paginas estéaticas no sirven para que el alumno experimente con los conceptos de tangencias,
necesita herramientas que le permitan modificar los elementos que intervienen en el trazado para
comprobar de forma inmediata las consecuencias de dichos cambios, y plataformas de dibujo para

reconstruir los ejercicios aprendidos.

El estudio de las tangentes se inicia en 3° de ESO aumentando su dificultad paulatinamente hasta
2° de Bachillerato, donde se resuelven problemas complejos mediante la aplicacion del concepto de

potencia.

Una de las grandes dificultades que encuentra el alumno de Dibujo Técnico es el alto grado de
abstraccién necesario para comprender ciertos procesos, lo que tiene que facilitarse con métodos
perceptivos y reflexivos. Debe existir un dialogo constante entre teoria y experimentacion, es necesario
comprender los conceptos pero también aplicarlos mediante el dominio de los recursos materiales, ya

sean tradicionales o0 modernos en soporte informatico.

Hasta ahora, y a pesar del gran avance que ha supuesto el uso del soporte informético en la
transmision de conocimientos, se ha utilizado la red para desarrollar el intercambio de informacion, es
decir, se ha desarrollado el apartado correspondiente a la teoria, dejando la parte de la experimentacién a
soportes tradicionales, por lo que, el dialogo entre teoria y experimentacién se ha roto. Este proyecto
pretende en gran medidarecobrar ese didlogo, investigando procesos y desarrollando cédigo que
permitan al alumno estudiar contenidos de forma dinamicay realizar ejercicios (del mismo nivel

gue los propuestos en el aula) dentro de la misma aplicacion.

El soporte informatico en el dibujo técnico nos ayuda a desarrollar la vision espacial y la
capacidad de abstraccion. Permite al alumno marcar su propio ritmo y favorece la

retroalimentaciéon del proceso de aprendizaje.

Respecto a la contrastacion experimental tradicional, la simulacion ofrece las siguientes ventajas:
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e Ofrece laposibilidad de repetir procesos y fenémenos dificiles de lograr en condiciones

reales. Se optimiza asi el proceso de aprendizaje.

e Eliminalos riesgos que siempre se presentan en la interaccion con la realidad, con lo

que se crea confianza para implicarse en el estudio de esa realidad.

e Permite larealimentacién inmediata, como resultado de introducir modificaciones en
determinados parametros, lo que permite corregir la actuacion del estudiante en cada

momento.

Los alumnos de Bachillerato utilizan las nuevas tecnologias de forma habitual en diferentes
soportes: teléfonos mdviles, television interactiva, Internet, video juegos, ordenadores, maquinas
recreativas, DVD, etc.., lo que hace que estén acostumbrados a un lenguaje multimedia, con alto grado
de interactividad y si se enfrentan a aplicaciones educativas que no estén a ese nivel, las rechazan de
entrada, sin pasar a analizar sus contenidos. Por esto, el recurso educativo ha de contar con un lenguaje
similar: animaciones realistas interactivas y tridimensionales, botones con sonido, movimiento, etiquetas,
etc., aplicaciones y ejercicios que se alejen del formato de examen tradicional y se aproximen al juego,

para conseguir tres cosas basicas en el proceso de ensefianza:

e Llamar la atencién del alumno.

e Transmitirle los conceptos que queremos que aprenda.

e Afianzar mediante diferentes actividades los conocimientos adquiridos.

La ensefianza hoy mas que nunca necesita renovarse, dando respuesta a las variadas demandas
sociales y laborales. Por eso, incluir aplicaciones informéticas en el &mbito escolar constituye una accion
necesariay urgente, al servicio de una educacion transformadora y beneficiosa para aprender con mayor
rapidez y facilidad, brindando al alumno la posibilidad de investigar, adaptandose a la tecnologia actual y

a los cambios constantes.

Es obligacion del docente desarrollar y apoyar mejores ambientes de aprendizaje a través de la
planeacion de los contenidos, generando propuestas tecnolégicas, asesorando cuando se requiere su

apoyo. Este es el rol del nuevo docente, facilitador o mediador del aprendizaje.

Esta materia optativa estd muy vinculada al area troncal correspondiente en una linea de fomento
del conocimiento comprensivo a través de la practica, la reflexion y el andlisis. La metodologia habrade

articularse a partir de laindagacion, la actividad reflexiva y la autocritica individual y colectiva.
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La metodologia debe relacionar e integrar las dos vertientes fundamentales que conlleva toda
disciplina: la teérica, que establece unos conceptos concretos y fundamentales, y la practica o
instrumental, que ha de tender a desarrollar unas destrezas reflexivas y a facilitar viveza e intuicion en la
expresion. Los ejercicios practicos, por la naturaleza del area, deben predominar en el tiempo y en la
aplicacién que se presenta. Son elemento motivador previo a la adquisicion de los conceptos necesarios

para un aprendizaje organizado y constructivo.

“Poco importa en ultimo extremo lo que se ensefie, con tal de que se despierte la curiosidad y el
gusto de aprender.”
Francois de Closets.

Sin descuidar el QUE, con estas nuevas técnicas multimedia podemos mejorar

considerablemente el COMO y fomentar asi pasiones intelectuales, huyendo de la rutina.

Consideraciones generales sobre la presentacion, organizacion y distribucion de la informacién

dentro de este recurso multimedia:

¢ Elvisitante conoce entodo momento en que lugar del recurso se encuentra, paralo
gue es muy importante que al pinchar en un botén, no se cierre esa pagina y se abra
otra, sino que la aplicacién, pagina o texto que queremos cargar, lo haga en el mismo

entorno desde el que se le ha llamado (Por eso esta aplicacioén esta hecha con Flash 8).

e Entodos los apartados que conforman esta aplicacion, se dara prioridad alos graficos
frente al texto. Aquello que podamos contar con graficos, animaciones o imagenes en
general, no serd necesario repetirlo con el texto, éste sera un complemento
indispensable, pero debemos hacer un esfuerzo de sintesis para no agobiar al visitante
con paginas de texto interminables y facilitarle herramientas que le permitan deducir por

si solo los conceptos tratados.

e Lamateria de Dibujo Técnico se imparte en dos cursos, de manera que pueda ofrecerse
una visién general y completa desde el primero, profundizando y aplicando los conceptos
en soluciones técnicas mas usuales en el segundo.

Los contenidos se desarrollan de forma paralela en los dos cursos, pero en sus epigrafes
se aprecia el nivel de profundizacién y se determinan, con mayor 0 menor concrecion,
las aplicaciones y propuestas.

Los contenidos no estan separados por cursos (aunque cada ejercicio dispone de una
etiqueta orientativa del nivel de aplicacién) se desarrollaran globalmente, de este modo
favorecemos que el alumno marque su propio ritmo de aprendizaje, pudiendo

repasar conceptos del curso anterior o profundizando con los del siguiente, a la vez que
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hacemos la herramienta mas versatil para que el profesor pueda atender mejor la

diversidad de niveles que se puede encontrar en sus grupos.

Hay animaciones que por su tamafio tardan en cargar, éstas llevan incorporado un

cargador para informar al usuario de dicho proceso.

Para tener el méximo control sobre la presentacion, se evita el uso de scroll

(desplazamiento vertical de pantalla) general de pagina.

Intentando dentro de lo posible hacer un disefio accesible a personas con ciertas
discapacidades:

La zona activa de los botones es lo mas grande posible.

Se puede imprimir la teoria para facilitar el estudio a aquellos alumnos que no
dispongan de ordenador en su casa 0 encuentren mas comodo la lectura en papel.
He utilizado flash en su elaboracion que permite acercar o alejar los gréaficos con el
boton derecho del raton.

Mediante el color se contrastan los diferentes elementos en pantalla.

La linea grafica es dinamica, flexible y clara. Permite una navegacién sencilla e
intuitiva. Todo esto crea un entorno de trabajo llamativo, totalmente interactivo y préximo
al lenguaje que el alumno esté acostumbrado a usar, lo que evitara el rechazo a prioriy

hara que se sienta comodo en este entorno.

Este recurso dispone de sistemas de autoevaluacién que permiten al alumno valorar
el grado de conocimiento adquirido. Este sistema no sélo arroja una calificacién, sino que
ofrece al alumno la posibilidad de ver sus errores y la posibilidad de repetir el ejercicio, lo
gue favorece la retroalimentacion del proceso de aprendizaje. Los ejercicios de
evaluacion son eminentemente graficos, en los que el alumno puede dibujar
directamente hasta llegar a alcanzar la solucién, éstos seran corregidos por la propia

aplicacion, lo que facilita enormemente la tarea del profesor.

Los profesores pueden utilizar el recurso como material de apoyo a sus clases, ya que
disponen de guias educativas.
Ademas de lo comentado la aplicacion dispone de: guia de navegacion, enlaces, mapa

Web y ayuda.

Objetivos:
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El objetivo principal es crear una aplicacion WEB, que permita al alumnado de ESO y
Bachillerato, experimentar de forma interactiva con los contenidos propios del tema“Tangencias”.
Contenidos tradicionalmente basicos junto a contenidos educativos nuevos reclamados por la evolucién

social y por los avances cientifico-técnicos.

Con la elaboracion de esta aplicacion WEB se persigue conseguir los siguientes objetivos:

1. Fomentar el método y el razonamiento en el dibujo, como medio de transmision de las ideas
cientifico-técnicas.

2. Utilizar adecuadamente y con cierta destrezalos instrumentos, tanto los tradicionales como
los nuevos sistemas informaticos, y la terminologia especifica del dibujo técnico.

3. Desarrollar las capacidades que permitan expresar con precision y objetividad las soluciones
graficas ante problemas planteados en el mundo de la técnica, de la construccion, de las artes y
del disefio.

4. Valorar laimportanciaquetiene el correcto acabado y presentacién del dibujo en lo referido
a la diferenciacion de los distintos trazos que lo configuran, la exactitud de los mismos y la
limpieza y cuidado del soporte.

5. Considerar el dibujo técnico como un lenguaje objetivo y universal, valorando la necesidad
de conocer su sintaxis para poder expresar y comprender la informacion.

6. Conocerycomprender los principales fundamentos de la Geometriamétrica aplicada para
resolver problemas de configuracion de formas en el plano.

5. Integrar sus conocimientos de dibujo técnico dentro de los procesos tecnolégicos y en
aplicaciones de la vida cotidiana, revisando y valorando el estado de consecucion del proyecto o
actividad siempre que sea necesario.

6. Interesarse por las tecnologias de la informacién y la comunicacion, en particular por los
programas de disefio, disfrutando con su utilizacién y valorando sus posibilidades en la
realizacion de planos técnicos.

7. Relacionar los conceptos aprendidos en el aula con nuestro entorno méas préximo,
despertando la capacidad de proyectar nuestros conocimientos sobre situaciones reales, y de
plantearnos cuestiones a partir de la observacién directa.

8. Desarrollar y mantener actitudes de interés, curiosidad e indagacién hacia la actividad
tecnoldgica, y generar iniciativas de investigacién, asi como de busqueda y elaboracion de
nuevas realizaciones tecnoldgicas.

9. Adquirir conocimientos y destrezas técnicas, y emplearlos junto con los adquiridos en otras
areas para el analisis, intervencion, disefio y elaboracién de objetos y sistemas tecnolégicos, y
valorar su funcionalidad, la multiplicidad y diversidad de perspectivas y saberes que convergen en
la satisfaccion de las necesidades humanas.

Manual de usuario
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Esta es unaaplicacion multimediaeinteractivaparaDibujo Técnico, Educacion Plastica
y Visua y Tecnologia, que permite a usuario experimentar con todos los elementos que

intervienen en la representacion.

EYAWACION

Consideraciones lundamentales
Reclas langentes o una sircunferencia
Realas langenles eomuncs & dos eireual.

Circunl. tangeaters de radio conocido

Cireunl. laagenter de indio desconocide

Enlaces o empalmes

Resclucion de tnngenciar por polencia

Al entrar se activa una animacién en laque un reloj muestra sus mecanismos interiores,
haciendo referenciaalas animaciones que encontraremos en €l interior delaaplicacion. Cuando
hemos entrado méas de una vez podemos saltar laintroduccion pinchando en € reloj.

Al entrar aparecelaevaluaciony los contenidos en laparteizquierdade lapantalla, y los

servicios aen la parte derecha:

Contenidos
Evaluacion.
Consideraciones fundamental es.
Rectas tangentes a unacircunferencia.
Rectas tangentes comunes a dos
circunferencias.
Circunferencias tangentes de radio
conocido.
6. Circunferencias tangentes de radio
desconocido.
Enlaces 0 empalmes.
8. Resolucion detangencias por potencia.

AwWDNPE

o

~

Se detallan de forma individualizada a continuacion:

-7 -

NogakrowdrE

Servicios
Créditos.
Mapa WEB.
Guia de navegacion.
Guias didacticas.
Enlaces.
Accesibilidad.
Visitas.



Contenidos

L os contenidos se analizan en 38 gercicios agrupados en siete bloques parafacilitar la
localizacion de los mismos.

Al seleccionar un bloque setransformarael fondo del reloj en unabotoneraque dara paso
alos gercicios:

Consideraciones fundamentales.
5 Ejercicios.

Rectas tangentes a una circunferencia. 3 Ejercicios.

Rectas tangentes comunes a dos
circunferencias.
4 Ejercicios.

Circunferencias tangentes de radio conocido. 8 Ejercicios.

Circunferencias tangentes de radio

desconocido.
4 Ejercicios.

Enlaces 0 empalmes. 6 Ejercicios.

Resolucion de tangencias por potencia.
7 Ejercicios.

Para que el usuario pueda seleccionar €l gjercicio que desee sin tener querealizar varias
cargas hastaencontrarlo, a situar €l cursor sobre cualquierade
los botones se muestra en |a parte derecha de la pantalla el
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titulo del gercicio, unaimagen del mismoy € nivel a que vadirigido.

En el apartado Mapa Web se visualizan todos |os gjercicios que contiene la aplicacion
parallegar al punto deseado de formafécil y rapida.

Al seleccionar un gjercicio se despliega una animacion desde el centro del reloj hasta
cargar € archivo.

TrEANG: 13 BecTER: 84 K Mg1kE &Y B PR cakIal

cenmnoz,

s kon o8 |

Todos los gercicios tienen nodos moviles que permiten recolocar 10s elementos en
pantalla. EI movimiento de cualquiera de ellos redibujar todos los trazados hechos hasta el
momento, 10 que permite comprobar en tiempo real lasinfinitas variaciones que pueden sufrir los
gjercicios planteados. L os nodos méviles se reconocen por su formacircular de contorno rojoy
relleno blanco.

IGENTES A TRES RECTAS QUE SE CORTAN

trices e ko ang ks Ay B, far cakar b pos i el ce o 02,

En laimagen anterior podemos observar | as diferentes zonas que componen laventanade
gjercicios.

A.- Titulo del gercicio.
B.- Botonera que desarrolla el gercicio por pasos.

Si pinchamos en los botones consecutivamente el dibujo se va desarrollando de forma
animada, mostrando al usuario el proceso aseguir. Si hacemos la sel eccién saltdndonos
pasos, por jemplo paraver el gercicio completamente terminado, €l dibujo aparecerade
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repente. En todos |os pasos podemos modificar la posicion de los nodos maéviles, de tal
manera, que la aplicacion reconocerala posicion de los mismos en €l paso siguiente, lo
gue dotala aplicacion de unainteractividad total.

C.- Botonera de navegacion por €l bloque.

Paraevitar tener que salir de la pantalla de gjercicios cadavez que queramos cargar uno
nuevo, desde estabotonerapodemos cargar |os diferentes g ercicios de un mismo bloque.
Para cargar gjercicios de otros bloques tenemos que salir y seleccionar €l bloque
correspondiente.

D.- Boton de préctica.

Sitia con toda precision los puntos de tangencia de la
circunferencia inscrita en el triangulo ABC

Desde este boton con forma de
compéds se accede a dibujar
directamente en la aplicacion. Se
trata de gjercicios similares a los
desarrollados en e apartado
tedrico.

Se ofrecen herramientas sencillas
y suficientes para desarrollar la
préctica
e Linea— Dibujalineas marcando €l punto deinicioy final.
¢ Circunferencia— Traza circunferencias marcando el centro y el punto sobre la
circunferencia, o bien, el centro y lamedida numéricadel radio.
e Punto— Sitda un punto sobre la pantalla, ya que algunos g ercicios se resuelven
colocando un punto en el lugar adecuado.
e Mediatriz — Dibuja una mediatriz marcando |os extremos del segmento.
e Distancia— Nos permite medir distancias marcando el punto deinicioy final.
e Reset — Colocatodos |os parametros en sus valores iniciales.

E.- Zona deinformacion.

En esta zona se muestra el contenido tedrico en |os distintos apartados de la aplicacion.
El texto esta condensado para evitar repetir conceptos aclarados con laimagen.

Si la carga se hace a pantalla completa, se mostrara el texto completo en este espacio,
pero si se reduce el tamafio de la pantalla, podemos desplazarnos por €l texto con la
ruletadel raton.

F.- Botdn de animacién.

Todos los gercicios contienen una

animacion que orienta a usuario sobre la
aplicacion préacticadel gercicio estudiado.
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Este apartado es especialmente Util para Tecnologia.

Estas animaciones mantienen la interactividad de los gjercicios, es decir, podemos
manipular sus nodos moéviles paraalterar laforma, posiciony respuesta de los gréficos.

G.- Botdn volver.

Nos permite regresar a la pantallainicial para cambiar de bloque o para hacer uso de
alguno de los servicios que se ofrecen.

H.- Zona detrabajo.

En este espacio es donde se mostraran los dibujos, las animacionesy los gjercicios para
gue podamos experimentar con ellos através de sus nodos moviles.

|.- Bandejalateral.

Pinchado y arrastrando podemos desplegar labandeja
lateral que tapara todo el contenido de la zona de
trabajo. Esto es especiamente Util para €l uso de la
aplicacion en una Pizarra Digital Interactiva, 1o que !
nos permitirdhacer dibujosampliando € contenido del
temasin salir de laaplicacion. También facilitaque el
alumno indague en cualquiera de los pasos realizados
sin ver el resultado.

Al desplegar |la bandeja por completo, se ofrecen herramientas que permiten a usuario
hacer trazados de precision, pudiendo dibujar lineas, circunferencias, mediatrices,

efectuar mediciones, o situar puntos de interés.

EI e
= . X O XK = XK -~ S =

Evaluacion

Aunque la aplicacion dispone de gercicios
précticos acompariando a cadauno delos desarrollos
tedricos, también contiene una plataforma de
evaluacion gque carga aleatoriamente gjercicios y
muestra una calificacion al final.

A




Laprimerapantallanos dalaposibilidad de elegir el nivel delaprueba: 3°y 4° de ESO,
1° de Bachillerato, y 2° de Bachillerato. Unavez iniciada la prueba podemos cambiar de nivel
con el botdn que aparece en la parte superior derecha “ Otro Nivel”.

La prueba consta de 10 gjercicios cargados aleatoriamente de una base de datos. Al
finalizar cada gercicio podremos corregirlo ayudandonos del boton solucion. Si es correcto
pasaremosal siguiente, y si nolo es, nos ofrece laposibilidad derepetirlo. Al finalizar laprueba
se emite un informe donde se registraran los aciertosy errores.

Se ofrecen herramientas sencillasy suficientes paradesarrollar lapréctica, conlascuaes
el usuario dibuja directamente sobre la pantalla:

e Linea—Dibujalineas marcando €l punto deinicioy final.

¢ Circunferencia— Traza circunferencias marcando el centro y el punto sobre la
circunferencia, o bien, el centro y lamedida numéricadel radio.

e Punto — Sitda un punto sobre la pantalla, ya que algunos g ercicios se resuelven
colocando un punto en €l lugar adecuado.

e Mediatriz — Dibuja una mediatriz marcando |os extremos del segmento.

e Distancia— Nos permite medir distancias marcando el punto deinicioy final.

e Reset — Colocatodos |os parametros en sus valores iniciales.

Al llegar a final de la prueba se ofrece el resultado indicando los aciertos, erroresy la
calificacion final. Desde esta pantalla podemos repetir la prueba, cambiar €l nivel, o salir de la
evaluacion.

Evaluacion Tangencias

Aciertos 0

@
qmnlarmb
<

Errores 10

Servicios

Todos los servicios estén accesibles desde la portada de la aplicacion.

1. Créditos.

Al picar sobre el boton saltala pagina personal de José
Antonio Cuadrado donde se pueden visitar varias aplicaciones
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sobre Dibujo Técnico y otras materias.

2. Mapa Web.

En el Mapa Web se visualizan todos | os g ercicios que contiene la aplicacion parallegar
al punto deseado de forma fécil y rapida. Es de especial utilidad para que el profesor puedair
directamente al gercicio que necesite.

de contenidos

3. Guia de navegacion.

Guia de navegacion: Consiste en varios videos que explican los contenidos de este
manual: Introduccion, contenidos, servicios, PDI, evaluaciony accesibilidad. Pretendefacilitar la
navegacion por la aplicacion.

Permite parar €l video y minimizar la ventana paratrabajar sin interrupciones.

4. Guiasde usuario.

Guias didacticas y apuntes que se pueden bajar en formato pdf, son de gran ayuda para
sacar mayor partido alaaplicacién. Contiene: Requisitos del sistema, manual de usuario, guia
del alumno, guiadel profesor y apuntes “ Tangencias”.

5. Enlaces.

Este apartado incluye enlaces relacionados con el tematratado “ Tangencias'.

Las propuestas completan |o expuesto en esta aplicacion aunque de forma estética y
pueden ser de utilidad para €l profesor, ya que contienen gjercicios, examenes de selectividad,
pruebas en linea, etc...

6. Accesibilidad.

Al entrar enlaaplicacion, e lector de pantallaleerdun texto explicativo del contenido dela
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mismaeindicaralaformade acceder alapéginadternativa, donde deformatotalmente accesible se
exponen |os conceptos del tema que nos ocupa.

7. Vistas.

Contador de visitas.

Apuntes

TANGENCIAS.

Problemas de tangencias: rectas tangentes a circunferencias y circunferencias entre si, conociendo €
radio. Aplicacion del gey centro radical en problemas de tangencias: recta y circunferencia con punto de
tangenciaen esta; y por Ultimo, trazar lasposiblescir cunfer enciastangentesadosdadas, en un punto cualquiera
dedlas.




CONS DERACIONES SOBRE TANGENCIAS

En general, lastangenciastienen por objeto unir circunferenciasy rectasmediante otrascircunferenciasy rectas.

Lacircunferenciaesd lugar geométrico delos puntos dd plano que equidistan de un punto O, [lamado centro.
Estadistanciaes € radio delacircunferencia

Todo radio perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguaes, asi como también € arco que ésta

subtiende, de donde se deduce que la mediatriz de una cuerda pasa por € centro.

U

Fig. 1 Fig. 2

Las tangencias se fundan en las propiedades siguientes:
1°. S dos circunferencias son tangentes, @ punto de tangencia T esta en la linea de centros.
(Fig. 1).
2°. S unarectaestangenteaunacircunferencia, € punto detangenciaT esel piedelaperpendicular

trazada por € centro O alarectatangente. (Fig. 2).

RECTA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA ENUN PUNTO T :

Latangentet en un punto T aunacircunferenciaeslaperpendicular a radio OT. (Fig. 3).
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RECTASTANGENTESA UNA CIRCUNFERENCIA PARALELASA UNA
DIRECCION DADA:

Sealadirecciénd. Por € centro O setrazalaperpendicular aladirecciond, lacud cortalacircunferenciaenlos

puntos T, y T, de tangencia; por estos puntos se trazan lastangentest; y t, paraldas ad. (Fig. 4).

TRAZADODE LA TANGENTE A UNARCO DE CIRCUNFERENCIA EN
UNPUNTO T DEELLA, NO CONOCIENDO EL CENTRO DEL ARCO:

Setoman dosarcosigualesTM y TN; con centroen T y radio TM setrazaun arco 'y con centro en M y radio

MN setrazaotro arco; estos dos arcos se cortan en un punto que unimosal punto T, siendo estalarectatangente buscada.

(Fig. 5).

RECTASTANGENTESA UNA CIRCUNFERENCIA DESDE UN PUNTO
EXTERIOR P:
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Primer procedimiento: (Fig. 6).

Seuned punto exterior P con € centro O y setrazalacircunferenciade

radio O-P, lacual cortaen T,y T, aladada. Lastangentest; y t, sonlasrectasPT;
y PT,.

Segundo procedimiento: (Fig. 7).

Dexde @ punto P se trazan dos secantes cualesquiera a la
circunferencia; se unen los puntos A, B, C'y D como indica la figura, | 4
obteniendo los puntos 1y 2; larectal-2 cortalacircunferenciaenlospuntos \“

detangenciaTiy T,.

Fig. 7
CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A UNA

RECTA s QUE PASAN PORUNPUNTOPY QUE TIENENUNRADIOT
DADO:

Loscentrosdelas solucioneshan de equidistar delarectasy del punto P; por esto, setrazalaparalelaalarectas
aladistanciar y lacircunferenciade centro Py radio r; los puntos deinterseccion deambas, O, y O, sonloscentrosdelas

soluciones, cuyos puntos de tangenciacon sson T, y To. (Fig. 8).

r

02 01

T2 T

Fig. 8 Fig. 9

CIRCUNFERENCIA TANGENTEAUNA RECTASENUNPUNTOT DE
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ELLA Y QUE PASA POR UN PUNTO EXTERIOR P:

El centro O estaraen la perpendicular alarectaspor Py en lamediatriz del segmento T-P. (Fig. 9).

CIRCUNFERENCIASTANGENTESA UNA RECTATrENUNPUNTO T
DEELLA, CONOCIDO EL RADIOr DE LASSOLUCIONES:

Sobrelaperpendicular alarectar por T, setomae radior enlosdos sentidos, teniendo asi "

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A OTRA, DADO EL Fig. 10
PUNTO DE TANGENCIA T Y EL RADIO DE LAS
SOLUCIONES:

Sobrelarecta O-T, prolongada, setomae radio apartir de T y se obtienen los ee

centros O, y O, delas soluciones. (Fig. 11).

los puntos O, y O,, centros de las soluciones. (Fig. 10).

Fig. 11
CIRCUNFERENCIASTANGENTESA DOSRECTAST
Y s QUE SE CORTAN, CONOCIENDO EL RADIO DE LAS
SOLUCIONES:

Setrazanrectasparaelasalasdadasaunadistanciaigua a radior, lascuales secortan enlospuntos Oy, O,, Oz

y O,4, centros de las soluciones. (Fig. 12).
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CIRCUNFERENCIASTANGENTESA TRESRECTASQUE SE CORTAN
DOSA DOS:

Lascircunferencias pedidas son lainscritay las exinscritas d tridngulo que forman lastresrectas. Sus centros

son los puntos de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores y exteriores del tridngulo. (Fig. 13).

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A DOSRECTASTr Y s DADO EL
PUNTO DE TANGENCIATENUNADE ELLAS

Los centros O1 y O2 son los puntos de interseccion de las bisectrices de los angulos que formanr y sconla

perpendicular alarectar en e punto T. (Fig. 14).
RECTASTANGENTES COMUNES EXTERIORES A DOS CIRCUNFEE-

RENCIAS:

Lascircunferencias dadas, de centros O, y O,, tienen deradiosr, y r, respectivamente. Con centro en O, setraza
laderadior,-r; y desde O, setrazan lastangentes a€ella, rectast’y y t'y; las rectas paralelas a dllas son las soluciones; los
puntosdetangenciaTy, T'y, T2y T', Se obtienen trazando por O, y O, las perpendiculares alastangentes auxiliares. (Fig.

15).

Fig. 14

RECTAS TANGENTES COMUNES INTERIORES A DOS CIRCUNFE-
RENCIAS:

Este problemaseresuelve como €l caso anterior Fig. 15, pero trazando con centro en O lacircunferenciaauxiliar

deradioR+r.
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CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A UNA RECTA r Y QUE PASAN
POR DOSPUNTOSEXTERIORESPY Q:

Loscentros estaran en lamediatriz P-Q. Se prolongad segmento P-Qy tenemosen larectar € punto M quees
el centroradicd delascircunferenciasquetengan e centro enlamediatriz. Segin esto, setrazaunacircunferenciaauxiliar
cuaquiera, y desde M setrazalatangente, M-T; con centroen M y radio M-T, secortaalarectar enlospunto Ty T,
gue sonlos puntos detangenciaen larectar; trazando perpendicularesar por ellos, se obtienenloscentros O, y O, delas

soluciones. Los puntos Py Q han de estar en e mismo semiplano.

Fig. 17

CIRCUNFERENCIAS TANGENTES
ADOSRECTAST Y sQUE SE CORTAN Y QUE PASEN POR UNPUNTO
P DADO:

L ascircunferencias soluciones han de pasar por € punto Py por € P, simétrico del P respecto delabisectriz del
angulo que forman las recta r y s. Toma una circun-
ferencia cualquiera cuyo centro O esté en la bisectriz y
que pase por Py P; larectaP-P cortaen € punto C ala
recta s, desde C se traza la tangente a la circunferencia

auxiliar; con centro en C se lleva la longitud de la

tangente sobre larecta s, teniendo los puntos T, y T, de

tangenciadelas circunferencias soluciones conlarectas.
Lasperpendicularespor T,y T, as, nosdanlospuntos O,
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y O, de labisectriz, centros de las soluciones.

El punto C tiene la misma potencia respecto de las solucionesy dela auxiliar; es, por tanto, e centro radical.
(Fig. 18).
TRAZADO DE CIRCUNFERENCIASDE RADIO CONOCIDO TANGEN-
TESINTERIORESA OTRASDOS DADAS:

Con centroen O, y O, setrazan arcos de circunferenciaderadio r-ry y r-r, respectivamente, |os puntos de corte
deestosarcos Oz y O, son los centros delas circunferencias solucién, los unimos con O, y O, paracalcular os puntosde

tangenciaTs, T's, T4y T's. (Fig. 19).

TRAZADO DE CIRCUNFERENCIASDE RADIO CONOCIDO TANGEN-
TESEXTERIORESA OTRASDOSDADAS

Seresuelve como el caso anterior perolosarcos de circunferenciatrazadosdesde O, y O, seharén conunradio

der+ry y r+r, respectivamente. (Fig. 20).

CIRCUNFERENCIASDE RADIO CONOCIDO TANGENTESEXTERIO-
RESA O1E INTERIORESA O2:

Esunamezcladelosdosgerciciosanteriores. Con centro en Ol setrazaun arco decircunferenciaderadior+rl

y desde O2 otro arco deradio r-r2, los puntos de interseccion serdn los centros de las circunferencias solucion. (Fig. 21).
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Fig. 21

EJE RADICAL.

Ejeradical: adoscircunferencias secantes, adoscir cunferenciastangentesexterioreseinteriores, ados
circunferenciasexterioresy excéntricasinterioresy centro radical atrescircunferencias.

POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO DE UNA
CIRCUNFERENCIA:

Sellamapotenciade un punto P respecto de unacircunferencia, situadosen un mismo plano, d producto delos



segmentos determinados por dicho punto y los de interseccidn con la circunferencia de una secante trazada por P.
Potencia= PA; x PA, = PB; x PB,

La propiedad fundamental de la potencia de un punto respecto de una
circunferenciaes que esindependiente delasecante el egida, yaque s seunenlospuntos
A1y By, ¥y Ay By, seformanlostridngulos PA 1B, y PA,B;1, que son semejantes, puesto
quelosangulosen Pcoincideny losangulosen A, y B, sonigualespor estar inscritosen
€l mismo arco A;B; (arco capaz).

Comprobadalaindependenciadelasecanteelegida, paracalcular € valor dela
potencia se puede Utilizar la que pasa
por € centrodelacircunferencia. Llamador a radioy d aladistanciaentreel punto Py

el centro delacircunferencia, e vaor de la potenciaviene dado por:

Potencia= o - r°
Potencia= PA; X PA,=(d-nx (d+r) =d*-r?

Para el centro de la propia circunferencia, la potencia es minimay vale -r, ya que d® = 0; para los restantes
puntos, lapotenciacrecea aumentar d, pasando por cero paralos puntosdelapropiacircunferenciay llegando avalores
infinitos positivos cuando € punto se dejaindefinidamente.

Laexpresion delapotenciad? - r* indicaclaramentelaposicion del punto P respecto delacircunferencia, pues
cuando esexterior adlla, d > ry d”- r* > 0, con lo que lapotenciaes positiva; y cuando esinterior, d<ry d?-r* <0, con
lo que la potencia es negativa. Cuando P estd sobrela circunferencia, lapotenciaesnula, d=ry d*- = 0.

Cuando d punto P es exterior a la circunferencia la tangente t puede
considerarse como laposicién limite de unasecante, y € punto T como posicién limite

comun delasintersecciones A1 y A,; en estas condicionesla potenciaes.

Potencia= PA; x PA, = PT x PT = PT?
esto es, e cuadrado del segmento de tangente a la circunferencia trazada desde P y

comprendido entre Py e punto detangenciaT.

EJE RADICAL:
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Sellamageradical dedos circunferencias a lugar geométrico de los puntos del plano que las contiene que
tienen lamisma potencia (variable para cada punto) respecto de ambas.

Lapotenciade P respecto de unadelas circunferencias es (o - r%,), y respecto delaotra (d? - r%). Como, por
definicion, éstas han de ser lamisma, setiene;
d-rri=d5%-rh=k.

El lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de cuadrados de distancias a otros dos fijos es
constante, es unarectaperpendicular alaque unelosdospuntosfijos, por lotanto, € geradical dedoscircunferenciases

unarecta perpendicular alarecta que unelos centros.

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIAS SECANTES:

Lospuntosdeinterseccidn delasdoscircunferencias, tienenla
misma potenciarespecto de ambas: potencianulapor pertenecer a€llas.

Por tanto, bastatrazar larectaquelos une, que de nuevo resulta perpen- 04

dicular alarectadelos centros.

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIASTANGENTESINTERIO-
RESO EXTERIORES:
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El geradica eslatangente comin a ambas circunferencias, pues cudquier punto de ella, P, tiene lamisma
potencia respecto de ambas, medida en las dos por € cuadrado de PT. Es perpendicular alalinea de centros, pues es

perpendicular alosradios.

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIASEXTERIORES:

Paratrazar € ge radica ados circunferencias exteriores nos
auxiliamos de otra secante a ambas, trazamos € gjeradical de esta con
cadaunadeélasy por € punto deinterseccion delos dos g estrazamos
unaperpendicular alalineade centrosque serad geradica buscado. S
lascircunferenciasexteriorestienen el mismoradio, e geradical serala

mediatriz de lalinea de centros.

EJE RADICAL DE
DOS CIRCUNFERENCIAS, UNA INTERIOR A
OTRA:

Seresuelveigua qued caso anterior trazando unacircunferenciaauxiliar

Os que corte alas otras dos.

CENTRO RADICAL A TRESCIRCUNFERENCIAS

El punto O tienelamisma potenciarespecto de lastres circunferenciasy se
[lama centro radical y su existenciaes general cuando se dan tres circunferencias.

Ladeterminacién del centroradica esinmediata. Setrazan dosgesradicaes

N

y se halla su interseccion. Naturalmente, € tercer gje pasarapor €.
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EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIAS UNA
DE ELLA DE RADIO =0 (un punto):

Nos auxiliamos de una tercera circunferencia Oz que pase por O, y sea
secante a O, y calculamos € ge radical de O; con O, y O,. El ge radicd de las

circunferencias O y O, secalculacomo e dedoscircunferenciastangentesexteriores,

dondeunadedlastieneradio O, & geradical pasarapor e punto detangenciay sera
perpendicular alalineade centros.  Por € punto de interseccion de los dos ges

radicales se traza una perpendicular alalineade centrosde O, y O..

EJE RADICAL DE DOSCIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS:
/

S/

S doscircunferencias O;, O, Son concéntricasy seintenta 0/ ey

hallar un punto P de su ge radical utilizando una circunferencia
auxiliar Os, los ges E; y E, serén paradelosy su interseccion P se

algahastad infinito.

Aplicacion multimedia sobre Tangencias
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